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Analisis Matematico III.
Examen Integrador. Primera fecha. 11 de septiembre de 2020.

Justificar claramente todas las respuestas. La aprobacion del examen requiere la co-
rrecta resolucion de 3 (tres) ejercicios

Ejercicio 1. Sabiendo que f admite el siguiente desarrollo de Laurent:

-1

Yo (222" + Y (/)

k=—o00 k=0

1
decidir, argumentando la respuesta con claridad, si la afirmacién Res|[f,0] = —5 es
i) verdadera, 1) falsa o iii) no se puede determinar su valor de verdad.

Ejercicio 2. Sea

_foar*+1 si oz €(0,1/2)
f(x)_{x+bx3 sioxe(l/2,1]

Determinar todos los valores de a y b para los cuales la serie trigonométrica de Fourier
de f en [0,1] coincida con f en todo punto de [0,1] salvo exactamente en un punto.
Indicar cudl es ese punto y dar el valor de la serie en el mismo.

Ejercicio 3. Considerar el problema del potencial electrostéatico en la banda infinita:

Ugg +Uyy =0 —o<r<+o00, O<y<l1
u(z,0)=fi(x) —oco<z<+00
u(z,1)=fo(x) —oco<z<+00
Explicar el procedimeinto de resolucion para cada uno de los siguientes casos:
a) fi(x)=a para todo x, fo(x)=Fsiz <0y fo(x)=7six >0 (a,F y 7 constantes),
b) fi v f2 son absolutamente integrables.
Eligir uno de los dos casos y resolverlo.

Ejercicio 4. Mostrar que

00 1

sen x
dr=— | el dz
x+ a3 2

—00 -1

sen x cos(ax
y obtener el valor de / # dx para todo «.
x

Ejercicio 5. Hallar f : [0,00) — R tal que

f(t)+/f(¢) dr=H(t)—H(t—1) ¥t>0

senalando claramente las propiedades que utiliza e indicando las hipdtesis bajo las
cuales son véalidas.
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EJERCICIO 1: Sabiendo que f'admite el desarrollo de Laurent
—1 +00 z k
f(2)= 2 (22)" +Z(—j ,
k=-o0 k=0 2
decidir, argumentando la respuesta con claridad, si la afirmacion « RES[ f,0] = —% » es:

i) verdadera, ii) falsa o iii) no se puede determinar su valor de verdad.

Resolucion: El desarrollo dado en el enunciado es el de la funcion

-1
z)= +

/@) 2z+1 2-z

mas informaciéon sobre f, no se puede determinar su valor de verdad: si

f(2)= 222 1 + ZL para todo ze C — {—%,2}, entonces f es holomorfa en 0 y por lo
z+ -z

tanto m RES[ /,0]=0(la afirmacion seria falsa); si f esta definida solamente en la

en la corona D(0;4,2) = {z eC:1< |z| < 2}. Puesto que no hay

corona D(0;3,2) = {z eC:i< |z| < 2}, 0 no es singularidad aislada de f'; si f estuviera

definida en {z eC:0< |z| < %}u {z eC:1i< |z| < 2} de la siguiente manera

2z 2 .
2Z+1+2_Z S1 7<|Z|<2
f(z)= '
: 1
-— Si 0<|z|<5
2z

. . 1 ., ,
entonces 0 es un polo simple de f con residuo 5 y la afirmacion seria verdadera.

Estos son solamente algunos ejemplos que indican que no se puede decidir el valor de
verdad de la afirmacion con los datos del enunciado.

Respuesta: iii) no se puede determinar su valor de verdad.

— <1, es decir sii |z| >%

-1 +00 n
Verificacion: La serie Z(—2z)k = Z(%j converge sii
z

k=—x n=1

b
-2z

n=1

y en ese caso (se trata de una serie geométrica), es Z = ! -1= -1 .
~2z) | ( j 2z+1



z

+o0
. zZ .. . ..
Por otra parte, la serie Z(—j converge sii |- < 1, es decir, sii |z2/<2. En ese caso,

k=0

+00 k
(otra geométrica) es Z(gj = 1 = 2

k=0 l—i 2-z°

2

ax*+1 si xe[0,d)
EJERCICIO 2: Sea f(x)= , . Fijar valores de a y de b para que
x+bx’ si xe[4.]]
la serie trigonométrica de Fourier de f'en [0,1] coincida con f en todo punto de [0,1]
salvo exactamente en un punto. Indicar cudl es ese punto y dar el valor de la serie en el
mismo.

Resolucion: Cualesquiera sean los valores de a y de b, la funcion f'es seccionalmente de
1 .. .. . .
clase C'. Por lo tanto (condiciones de Dirichlet) su serie de Fourier converge

puntualmente a f en todo punto de (0, %) U (%,1). Se aconseja hacer un dibujito de la

extension 1-periddica de fpara algun par de valores cualesquiera de @ y de . En 0y en
1 la serie converge al promedio del salto

periodicidad 1 m 4 (.(3 ")

! T _1 _14+2
SO +700] = SLfA)+fOD]=Sl1+b+ 1 ]=1+2.

En % la serie de Fourier de f converge al promedio

[ (1 1Y _1fa, 1 b]_12+2a+b
E{f&_jﬂ{frﬂ_2[4+1+2+8} 16

Ahora bien: f(0)=1, f(%) = % +§ y f(I)=1+b. Siquisiéramos que la serie de

Fourier de f'converja a f'en todos los puntos de [0,1], tendriamos que imponer las tres
condiciones

b

) 1:1+§ ) +§ 12+2a+b b

=TT 3) 1+b=1+=
T y 3 5

1
2
La primera y la tercera son equivalentes a la misma condicion: b = 0. Con esto, la
segunda queda %: 121+62a , es decir: a = -2. Por lo tanto, si b =0y a = -2, la serie de

Fourier de f converge a f en todos los puntos de [0,1]. Si b=0 y a=#-2, la serie de

Fourier de f converge a f en todos los puntos de [0,1] excepto en % Por otra parte, si



b#0, no se cumple ninguna de las condiciones (1) y (3) y por lo tanto la serie de
Fourier de fno converge a fen los puntos 0 y 1. Por lo tanto:

Respuesta: b=0y a#-2 ¢l unico punto donde la serie no converge al valor de fes

1 . 12+42a _6+a 1_ (1
5> cn este punto la serie converge a 16 3 > Ik

EJERCICIO 3: Considerar el problema del potencial electrostatico en la banda infinita:

o*u  ou

_2+_2:0 —0<x<+0 | 0<y<1
ox~ Oy

u(x,O)Zfl(X) —00 < X <400
u(el)=f,(x)  —o0<x<+0

Explicar el procedimiento de resolucion para cada uno de los siguientes casos:

p six<0

(a) fi(x)=a paratodoxy f,(x)= { ) (a, B,y : constantes)
y six>0

(b) f, y f, absolutamente integrables (en la recta)

Elegir uno de los casos y resolverlo.

Resolucion (a) Transformamos la banda en el semiplano {we C:Re(w) > 0} , en el

1m(w)j .

cual se verifica Arg(w) = art :
g(w) g(Re(w)




z> Z"=exp(z)

¢ =1rad ~57°

Planteamos u = ¢, Arg(w—i) + c,Arg(w) + ¢, y las condiciones de contorno siguientes:
T V4
1 G—-te,—+c =
(1) 1y Oy v
V4 V4
(2) _c15+C25+C3 =p

7 p/a
3) _C1E_C25+C3 =a

Sumando (1) + (3) : ¢; = %(a +y). Restando (1) - (2): ¢, = l(}/—,6'). Restando (2) -
V4

3):c, = l(ﬂ—oz) . Por lo tanto:
T



U= uArg(w—i)+Mzélrg(w)+ ary_
T V4
_r=r ﬂ ——Arg(—ie"* —-i)+ p-a Arg(—ie”™ )+ ary
T

_ 7_ﬁartg _1+e" cos(ny) N 'B_aartg _ cos(my) Laty

V4 e"“sen(ny) T sen(ny) 2
_ ’B_}/artg L+e cos(m) | ﬂ—a(ﬂy_zj_l_ aty _

s e""sen(ny) Vs 2 2

_B-r 1+e"" cos(ny) B 1Y) a+ty
== artg —emsen(izy) J+(,6’ a)(y 2j+ 5

Es decir:

u(x,y)= Martg(l-’-fjxﬂJ +(B _a)(y_lj Lty
7 e""sen(ny) 2 2

Verificaciones: para comprobar que esta funcion es, efectivamente armonica, basta
1+e"" cos(ny)
e sen(ny)

son lineales o constantes. Pero v es la parte imaginaria de Log(w—i)= Log(—i(1+¢€"7))

verificar que v(x,y)= artg( j es armonica, pues los términos restantes

donde Log es el logaritmo principal. Observe que, efectivamente, la parte real de
—i(l+e"") es e""sen(ny)>0cuando 0 <y < 1. Ahora, veamos las condiciones de

contorno:

a

2
— oy — —
(1) Para y O+:u ,’B yartg(+oo)—'g—2a+aT+]/:
Vs

(2) Parax <0 e y——1—, 1+e" cos(my)——>1—-€"" >0, pues x < 0. Entonces, en

771'

ﬁ—yﬁ’% p-a a+y _
T

este caso: u——> artg(+o) + ——

(3) Parax>0 e y——1—, 1+€™ cos(;zy)——)l—e <0, pues x > 0. Entonces, en

T

r.‘/\——\
este caso: u—)ﬁ yartg( w)+ﬂ2a+a;7
T



Resolucion (b): Buscamos una funcion u(x,y) tan maravillosa que permite las siguientes
operaciones:

400 +00

i(0.y) = [u(x e ™ dx . u(xy) =% [i(e.9)e”do

—00 —00

PN PN
o’u R o%u o* .
(gj(a)’y) = _CUZU(CU, y), (yj(a), y)= yu(a),y) ,

Aplicando la transformacion de Fourier a la ecuacion de Laplace:

2
—0’i(w,y) + %ﬁ(a),y) =0 & u(w,y) = A(w)e”” + B(w)e
Y

donde A y B son dos funciones a determinar por las condiciones de contorno:

(@) i(@,0) = A(@)+ B(w) = f,()

*D
(b) ii(@,]) = A(®)e” + B(w)e ™ = f,(@)
Despejando (cuando @ #0): A(w) = fz(@)m— eﬂi{l(a’) y B(w)= e’ f, (Zo) _,f;(a)) s
—e e” —

decir:

u(w,y) = A(w)e”” + B(w)e ™’ =

T _lew @)™ =™ @)+ f (@) - fy(@)e™ |-

= 1 - [j}z(a))(ewy —e )+ fl(a;)(ewﬂ-ﬂ _e—w(l—y)]z

e’ —e
_ senh(o(1-y)) » senh(wy) » .
- sen(o) hloy senh(w) Sl@) (*2)

Observacion 1: Si f] y fz son continuas en el origen, el limite de #(®, y) cuando
o—>0 es (l—y)f”l(O)erf‘z(O). Para y = 0 tenemos fl(O) =1(0,0) y para y =1,
j}z(O) =u(0,1) (son las condiciones de contorno transformadas). Por otra parte, tomando
w=0 en (*1) tenemos 1(0,0)= A(0)+ B(0)= £,(0) y @(0,1)= A(0)+ B(0) = /,(0),
sistema compatible sii J}I(O) = fz(O). Resulta, en este caso, que ,Limi(w,y)=

(1= »)£(0)+ y £,(0) = £,(0) para todo y.



Observacion 2: Estudiemos ahora el limite de #(w,y) cuando w——>+x y

w——>—oo. Cuando 0 <y <1:

senh(a)(l _ y)) B ew(l—y) _ e—w(l—y) B ew(l—y) 1— e—Zw(l—y) ey 1— e—Zw(l—y)
sen(w) e’ —e” e’ o l-e 1—e? o

y

senh(a)(l _ y)) _ ew(l—y) _ e—w(l—y) _ e—w(l—y) eZa)(l—y) -1 _ o 20(1-y) -1 .0
sen(w) e’ —e” | e’ —1 oo 7

Por otra parte, para cualquier @ # 0, de (*2) se tiene u(@,0) = fl(a)) y u(w,l)= fz(a)) ,
y estas funciones tienden a cero cuando @——>+o y cuando @——>—o (Lema de

Riemann-Lebesgue).

Nota: Esta comprobacion la hemos hecho para controlar nuestras cuentas y nuestra
resolucion, pues por el lema de Riemann-Lebesgue, debe verificarse que
JLim  i(w,y)=0=,Lim u(w,y). Este tipo de verificaciones las hacemos los que

@O ————0

preparamos los enunciados y escribimos las resoluciones con detalle.

La solucién buscada es, entonces:

u(x,y) =5 | (o, y)e " do =5 J' senh(o(1-y)) fi(@) + senh(ay) f, (@) e
i e senh(w)

sen(x)

+00 1
EJERCICIO 4: Mostrar que j 5 de="= j e Mdx y obtener el valor de
X+ Xx

—o0 -1

dex para todo a.

—0 X
Resolucion: La integral jsen(x3) dx = J&(xzdx converge absolutamente pues
Jox+x 2 x(l+x7)
<1
‘v’xeiR:| sen(xz |:|sen(x)| ! - < ! ~. Ahora, sean f(x):m (como es
x(1+x)| | x [1+x  14x X

habitual, se sobreentiende f(0) = 1)y g(x)= # , sabemos que f (0)=7rt_ (@) y

|of

que g(w)=rme . Estas transformadas se han calculado en la practica TP 8 (ademas,

estan en los apuntes subidos en la pagina de la materia) y también conocemos la

identidad j f(x)g(x)dx:zi j Ff(@)(w)ydo (TP 8, ejercicio 13 y pagina 23 de los
ﬂ-—oo

—00



mencionados apuntes), valida para funciones de cuadrado integrable. En nuestro caso,

f(x) =

sen(x)’

Y | g()c)|2 = % son integrables y por lo tanto podemos deducir:
b (1+x%)

13m0 gy L o) g g -
S oX+Xx S x(1+x7) —0

+1

1 " — | e B .
:E[Of(w)g(wWw:gfwzz}[Ll](a)),,e \ \deEJ-e gy

-1

Observacion 1: Desde luego, se pueden calcular ambas integrales por separado y
verificar que son iguales. El cédlculo de la primera se puede realizar mediante una
aplicacion cuidadosa de integracion compleja y residuos, mientras que la segunda es

1 1
inmediata: — [elax=[eax=—~(c" -1 =1- 1
27 0 e
. ' sen(x)cos(ax) . . .
Para el calculo de j ———————=dx podemos utilizar f(w)=7rt_, (@), es decir:
S X

(vp) I %dx:ﬂ}“’l](a)). Separando parte real e imaginaria del primer

miembro obtenemos

=0

(vp) I sen(x);:cos(a)x) dx— i(vp) I sen(x)ien(a)x) dx =71 (@)

El segundo término del primer miembro se anula pues el integrando es impar. Por lo
tanto, para todo a:

+00

sen(x)cos(ax)
J fdx =t (@)
Observacion 2: La notacion 1, ; que hemos utilizado es para la funcion
1 si |t| <1
b, @0)=40 si J|>1
Lo =1
2




EJERCICIO 5: Hallar f:[0,+00)——> R tal que paratodo ¢ >0:

S@O+[f@dr=H@©) - H(t-1)

sefalando claramente las propiedades que utiliza e indicando las hipodtesis bajo las
cuales son validas.

Resolucion: Asumiendo que f es una funcion objeto (seccionalmente continua y de
orden exponencial), el segundo término del primer miembro de la ecuacion es la
convolucién (f * H)(¢) . Por lo tanto, aplicando la transformacion de Laplace en ambos

. - . 1 1 ¢°
miembros y utilizando el teorema de convolucion obtenemos F(s)+ F(s)—=———,
s s

s
donde F es la transformada de Laplace de /. La identidad es valida para Re(s) > 0.

Despejando obtenemos F(s)zL_ e

0 , que es la transformada de Laplace de
s+

e'H(t)—e“""H(t-1). Por el teorema de Lerch, esta es la casi-unica solucién de la

ecuacion.
Respuesta: f(t)=e ' H(t)—e ""H(t-1)
Verificacion:

(@) Para0<¢<1:

f(t)+ j f(rydr=e'H{t)—e " "H(t-1)+ j[e'fH(r) —e " YH(r-D)dr =

0<z<l1

=e' +j.e'rdz'= e'+(—e"'+1)=1= Ht)-H(t-1)
(b) Para > 1:
f(t)+ j f(rydr=e'H{t)—e " "H(t-1)+ j[e'fH(r) —e " YH(r-D)dr =

t t
=e'—e "M+ J.e'rdz' - J.e_(’_l)dr =e'—e"Vt(=e"+ )= (=" +1)=0
0 1

t>1

= H(t)— H(t—1)




