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Análisis Matemático III.
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Justificar claramente todas las respuestas. La aprobación del examen requiere la co-
rrecta resolución de 3 (tres) ejercicios

Ejercicio 1. Sabiendo que f admite el siguiente desarrollo de Laurent:

−1∑
k=−∞

(−2z)k +
∞∑
k=0

(z/2)k,

decidir, argumentando la respuesta con claridad, si la afirmación Res [f, 0] = −1

2
, es

i) verdadera, ii) falsa o iii) no se puede determinar su valor de verdad.

Ejercicio 2. Sea

f(x) =

{
ax2 + 1 si x ∈ [0, 1/2)
x+ bx3 si x ∈ [1/2, 1]

Determinar todos los valores de a y b para los cuales la serie trigonométrica de Fourier
de f en [0, 1] coincida con f en todo punto de [0, 1] salvo exactamente en un punto.
Indicar cuál es ese punto y dar el valor de la serie en el mismo.

Ejercicio 3. Considerar el problema del potencial electrostático en la banda infinita:
uxx+uyy =0 −∞<x<+∞, 0< y< 1
u(x, 0)=f1(x) −∞<x<+∞
u(x, 1)=f2(x) −∞<x<+∞

Explicar el procedimeinto de resolución para cada uno de los siguientes casos:
a) f1(x)=α para todo x, f2(x)=β si x 6 0 y f2(x)=γ si x > 0 (α, β y γ constantes),
b) f1 y f2 son absolutamente integrables.

Eligir uno de los dos casos y resolverlo.

Ejercicio 4. Mostrar que
∞∫

−∞

sen x

x+ x3
dx=

π

2

1∫
−1

e−|x| dx

y obtener el valor de

∞∫
−∞

senx cos(αx)

x
dx para todo α.

Ejercicio 5. Hallar f : [0,∞)→ R tal que

f(t)+

t∫
0

f(τ) dτ=H(t)−H(t− 1) ∀t > 0

señalando claramente las propiedades que utiliza e indicando las hipótesis bajo las
cuales son válidas.
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EJERCICIO 1: Sabiendo que f admite el desarrollo de Laurent 
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decidir, argumentando la respuesta con claridad,  si la afirmación «
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1
]0,[ fRES » es: 

i) verdadera, ii) falsa o iii) no se puede determinar su valor de verdad.   
 
Resolución: El desarrollo dado en el enunciado es el de la función  
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definida en    2:0: 2
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entonces 0 es un polo simple de f con residuo 
2

1
  y la afirmación sería verdadera. 

Estos son solamente algunos ejemplos que indican que no se puede decidir el valor de 
verdad de la afirmación con los datos del enunciado.  
 
Respuesta: iii) no se puede determinar su valor de verdad.  

Verificación: La serie 
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Por otra parte, la serie 
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EJERCICIO 2: Sea 
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la serie trigonométrica de Fourier de f en [0,1]  coincida con f en todo punto de [0,1] 
salvo exactamente en un punto. Indicar cuál es ese punto y dar el valor de la serie en el 
mismo.  
 
Resolución: Cualesquiera sean los valores de a y de b, la función f es seccionalmente de 
clase C1. Por lo tanto (condiciones de Dirichlet) su serie de Fourier converge 

puntualmente a f en todo punto de 
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extensión 1-periódica de f para algún par de valores cualesquiera de a y de b. En  0 y en 
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 la serie de Fourier de f converge al promedio  
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Ahora bien: 1)0( f ,   
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   y  bf 1)1( .   Si quisiéramos que la serie de 

Fourier de f converja a f en todos los puntos de [0,1],  tendríamos que imponer las tres 
condiciones 
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La primera y la tercera son equivalentes a la misma condición: b = 0. Con esto, la 

segunda queda 
16

212
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1 a
 , es decir: a = -2.  Por lo tanto, si b = 0 y a = -2, la serie de 

Fourier de f converge a f en todos los puntos de [0,1]. Si 0b  y  2a , la serie de 

Fourier de f converge a f en todos los puntos de [0,1] excepto en 
2

1
.   Por otra parte, si 
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0b , no se cumple ninguna de las condiciones (1) y (3) y por lo tanto la serie de 
Fourier de f no converge a f en los puntos 0 y 1.  Por lo tanto:  
 
Respuesta: 0b  y  2a  , el único punto donde la serie no converge al valor de f es 
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EJERCICIO 3: Considerar el problema del potencial electrostático en la banda infinita:  
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Explicar el procedimiento de resolución para cada uno de los siguientes casos:  
 

(a) )(1 xf  para todo x y 
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(b)  1f   y 2f   absolutamente integrables (en la recta) 

 
Elegir uno de los casos y resolverlo.  
 
 

Resolución (a)  Transformamos la banda en el semiplano  0)Re(:  wCw  , en el 

cual se verifica 
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Planteamos 321 )()( cwArgciwArgcu   y las condiciones de contorno siguientes: 
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22

1
)(

)(

)cos(1
),(










 







 







 
 y

ysene

ye
artgyxu x

x

 

 
 
 
Verificaciones: para comprobar que esta función es, efectivamente armónica, basta 
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son lineales o constantes. Pero v es la parte imaginaria de ))1(()( zeiLogiwLog 
donde Log es el logaritmo principal. Observe que, efectivamente, la parte real de 

)1( zei   es 0)( ysene x  cuando 0 < y < 1.  Ahora, veamos las condiciones de 

contorno:  
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Resolución (b): Buscamos una función u(x,y) tan maravillosa que permite las siguientes 
operaciones:  
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Aplicando la transformación de Fourier a la ecuación de Laplace: 
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donde  A  y B son dos funciones a determinar por las condiciones de contorno:  
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Observación 1: Si 1̂f    y  2̂f   son continuas en el origen, el límite de ),(ˆ yu   cuando 

0   es  )0(ˆ)0(ˆ)1( 21 fyfy  . Para y = 0  tenemos )0,0(ˆ)0(1̂ uf   y para y =1, 

)1,0(ˆ)0(2̂ uf  (son las condiciones de contorno transformadas). Por otra parte, tomando 

0  en (*1) tenemos )0(ˆ)0()0()0,0(ˆ 1fBAu   y )0(ˆ)0()0()1,0(ˆ 2fBAu  , 

sistema compatible sii )0(ˆ)0(ˆ
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Observación 2: Estudiemos ahora el límite de ),(ˆ yu   cuando   y 
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Por otra parte, para cualquier 0 , de (*2) se tiene )(ˆ)0,(ˆ 1  fu   y )(ˆ)1,(ˆ 2  fu  , 

y estas funciones tienden a cero cuando   y cuando   (Lema de 

Riemann-Lebesgue).  
 
Nota: Esta comprobación la hemos hecho para controlar nuestras cuentas y nuestra 
resolución, pues por el lema de Riemann-Lebesgue, debe verificarse que 

0),(ˆ  yuLim  ),(ˆ yuLim   .  Este tipo de verificaciones las hacemos los que 

preparamos los enunciados y escribimos las resoluciones con detalle.   
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EJERCICIO 4: Mostrar que 
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mencionados apuntes), válida para funciones de cuadrado integrable. En nuestro caso, 
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Observación 1: Desde luego, se pueden calcular ambas integrales por separado y 
verificar que son iguales. El cálculo de la primera se puede realizar mediante una 
aplicación cuidadosa de integración compleja y residuos, mientras que la segunda es 
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El segundo término del primer miembro se anula pues el integrando es impar. Por lo 
tanto, para todo α:  
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EJERCICIO 5: Hallar ),0[:f  tal que para todo 0t : 

                                  )1()()()(
0

  tHtHdftf
t

  

señalando claramente las propiedades que utiliza e indicando las hipótesis bajo las 
cuales son válidas.  
 
Resolución: Asumiendo que f es una función objeto (seccionalmente continua y de 
orden exponencial), el segundo término del primer miembro de la ecuación es la 
convolución ))(( tHf  . Por lo tanto, aplicando la transformación de Laplace en ambos 

miembros y utilizando el teorema de convolución obtenemos 
s
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donde F es la transformada de Laplace de f . La identidad es válida para Re(s) > 0.   

Despejando obtenemos 
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 , que es la transformada de Laplace de 

)1()( )1(   tHetHe tt . Por el teorema de Lerch, esta es la  casi-única solución de la 

ecuación.  
 

Respuesta: )1()()( )1(   tHetHetf tt  

 
Verificación:  
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